数学 基础 


1. 数学 基础 的 危机 20 世纪 初 ， 随 着 数学 发 展 的 深入 ， 数 学 本 身 的 基础 受到 严重 的 挑 
战 。 公 理化 方法 ( 即 从 公理 出 发 进行 逻辑 演绎 ) 长 期 被 使 用 在 数学 的 所 有 分 支 ， 但 是 这 个 方 
法 的 基础 是 否 可 靠 的 问题 并 没有 解决 . 特别 是 在 康 托 的 集合 论 出 现 后 ， 人 们 发 现 这 个 可 靠 性 
有 本 质 性 的 问题 . 问题 以 所 谓 悖 论 的 形式 出 现 ， 例 如 康 托 在 1899 年 提出 的 迟 论 : 设 M 为 
所 有 集合 的 集合 ， P(M) 为 M 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 . 由 于 AM 包含 所 有 的 集合 ， 所 以 
M 包含 P(UM). 这 矛盾 康 托 的 集合 论 的 基本 定理 ( 即 一 个 集合 的 所 有 子 集 的 集合 的 基数 总 
大 于 原 集合 的 基数 )， 特 别 无 法 解释 的 悖 论 是 罗素 (Russell)(1872-1970) 在 1902 年 提出 
的 悖 论 ( 泽 梅 罗 (Zermelo)(1871-1953) 也 独立 地 发 现 了 此 悖 论 )， 以 了 表示 “不 是 自身 
的 一 个 元 素 的 集合 ”的 全 体 组 成 的 集合 ， 问 题 是 : 了 是 否 属于 工 .如果 工 EL 由 了 工 的 
定义 得 出 下 和 买 全 ;如果 了 和 买 人 则 由 了 的 定义 有 了 E 了 了， 罗素 还 提出 了 众所周知 的 通 
俗 的 “理发 师 悖 论 ”. 这 些 悖 论 都 属于 逻辑 悖 论 ， 除 此 之 外 还 有 语义 悼 论 ， 例 如 : 欧 布 利 德 
(Eubulides)( 公 元 前 4 世纪 ) 的 说 谎 者 悖 论 ， 一 个 人 说 “我 现在 说 的 是 一 名 谎话 .” 


2. 集合 论 的 公理 化 . 关于 集合 论 的 悖 论 , 泽 梅 罗 认 为 这 是 由 于 康 托 对 于 集合 的 概念 未 加 
限制 所 导致 的 ,他 开始 了 集合 论 的 公理 化 的 工作 . 其 计划 是 : 只 准许 看 起 来 不 大 可 能 产生 矛 
盾 的 类 进入 集合 论 , 例如 空 类 、 有 限 类 、 自 然 数组 成 的 类 . 安全 类 的 子 类 、 联 合 、 以 及 一 个 安 
全 类 的 所 有 子 类 所 组 成 的 类 所 组 成 的 类 都 是 安全 的 . 他 排除 了 取 余 ， 因 为 一 个 安全 类 在 某 个 
大 的 范围 内 的 余 并 不 一 定安 全 . 泽 梅 罗 的 形式 集合 论 经 过 弗 伦 克 尔 (Fraenkel)(1981-1965) 
和 冯 . 诺 伊 曼 (von Neumann)j(1903-1957) 等 人 的 修改 ， 形 成 了 几 种 系统 ， 其 中 最 常用 
的 公理 是 所 谓 “ ZEF 系统 ” ( 泽 梅 罗 在 1908 年 提出 的 7 条 公理 加 上 弗 伦 克 尔 补充 的 一 条 
(替换 公理 ) )。 该 系统 中 所 用 的 初始 符 导 和 语言 包括 i) 变 元 Z; by, 2; UV Z1 …， 它 们 是 
集合 的 通 名 ; ji) 谓词 符号 < 和 =; 这 ) 摹 状 算 子 “( 即 “使 得 .成立 的 一 个 个 体 ”); iv) 
逻辑 联结 词 和 量词 兮 (等 价 ) 、 一 ( 理 含 ) 、 V( 或 者 ) 、 和 (并 且 ) 、 一 (否定 ) 、V( 全 
称 ) 、 了 3( 存 在 ); Vv) 括号 ， ( 、). 语言 的 表达 式 分 为 “项 ” ( 集合 的 名 ) 和 “公式 ” ( 命 
题 ), 项 和 公式 的 生成 遵照 一 定 的 规则 。ZF 系统 的 ( 非 逻 辑 ) 公理 包括 : i) 外 延性 公理 ( 即 
Vz(ZE1 分 7E2) 一 =2、i) 对 偶 公 理 ( 即 集合 {Z;y} 存在 ) 、 计 ) 并 集 公 理 ( 即 
集合 jz 存在 ) 、iv) 震 集 公理 ( 即 集合 的 过 集 合 存在 ) 、Yv) 分 离 性 公理 (集合 中 存在 使 得 
某 公式 成 立 的 元 素 组 成 的 子 集 ) 、 Vi) 无 穷 公理 (存在 无 穷 可 列 集合 ) 、 vii) 选择 公理 (对 
于 任意 多 个 非 空 集合 ， 可 以 同时 从 每 个 集合 中 选择 出 一 个 元 素 ) 和 viii) 替换 公理 (由 某 个 
集合 出 发 ， 存 在 将 此 集合 的 每 个 元 素 替 换 为 使 得 某 公 式 成 立 的 〈 另 一 个 集合 的 ) 元 素 ). 系 
统 的 推理 规则 是 在 逻辑 公理 下 含有 等 号 的 摹 状 词 ( 即 2 =Z,Z=4 一 (4(z) = 4(9)， 
其 中 4(Z) 是 不 含 y 的 公式 ) 的 一 阶 谓词 演算 ， 泽 梅 罗 的 形式 集合 论 由 于 用 公理 限定 了 他 
认为 可 以 考虑 的 集合 的 范围 ， 在 实际 上 成 功 地 避免 了 悖 论 ( 即 直 到 现在 还 没有 发 现 悖 论 )， 
同时 他 的 集合 论 也 满足 了 建立 全 部 分 析 、 拓 扑 、 代 数 等 学 科 的 需要 . 

似乎 问题 已 经 解决 .但 是 还 存在 三 个 问题 。 一 是 相 容 性 问题 : 没有 发 现 公理 集合 论 下 的 
悖 论 并 不 等 于 从 数学 上 证 明了 相 容 性 . 庞 卡 莱 针 对 相 容 性 没有 被 证 明 的 现状 形象 地 说 : “为 
了 防备 狼 ， 羊 群 一 用 往 笛 圈 了 起 来 了 ， 但 是 却 不 知道 圈 内 有 没有 狼 . ”二 是 选择 公理 的 引用 
(这 是 标准 分 析 、 代 数 、 拓 扑 的 某 些 部 分 所 需要 的 ). 许多 人 反对 这 个 公理 ， 特 别 是 在 1904 
年 泽 梅 罗 用 选择 公理 证 明和 良 序 定理 ( 即 任意 集合 都 是 良 序 集 ( 每 一 个 非 空子 集 都 有 初始 元 素 
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的 集合 ) ) 后 选择 公理 遭 到 了 很 多 批评 . 三 是 用 以 进行 推理 的 逻辑 公理 当时 并 没有 完全 建立 
起 来 ， 它 与 数学 的 关系 也 不 清楚 ， 特 别 是 把 逻辑 推理 用 于 无 穷 集合 的 合理 性 并 没有 依据 。 
之 后 在 对 于 数学 基础 的 争论 中 出 现 了 三 个 主要 的 派别 ， 即 逻辑 派 、 直 观 派 、 形 式 派 


1. 逻辑 派 . 在 1930 年 之 前 逻辑 派 在 数学 基础 的 理论 中 占有 统治 地 位 ,逻辑 派 的 创立 人 
事 罗 素 和 人 怀特 海 德 (Whitehead)(1861-1947), 他 们 的 想法 是 : 数学 可 以 从 逻辑 推导 出 来 . 
在 他 们 之 前 ， 逻 辑 已 经 有 很 长 一 段 发 展 历史 .最初 的 逻辑 学 是 亚 里 士 多 德 创立 的 ， 他 提出 扒 
理 过 程 的 矛盾 律 和 排 中 律 法 则 。 笛 卡尔 由 于 看 到 了 代数 方法 在 几何 论证 中 的 威力 ， 因 而 设 
想 将 逻辑 代数 化 ， 即 建立 逻辑 代数 ， 这 方面 的 一 份 未 完成 的 草稿 现在 还 留存 着 . 莱 布 尼 效 抱 
有 笛 卡 尔 同样 的 宏伟 目标 ， 要 建立 一 种 只 受 形式 逻辑 约束 的 、 可 以 进行 普遍 推理 的 演算 ,使 
得 人 们 能 够 在 一 切 领域 中 机 械 地 轻易 地 进行 推理 。 它 直接 间接 地 引入 了 逻辑 加 法 、 乘 法 、 等 
同 、 和 否定 、 空 集 的 概念 和 包含 、 一 一 对 应 、 多 一 对 应 、 等 价 关系 等 抽象 关系 . 一 直到 19 世纪 
初 ， 其 他 人 的 探索 都 没有 比 莱 布 尼 兹 更 前 进一步 . 狄 摩根 在 19 世纪 中 期 对 于 逻辑 学 做 出 了 
重要 贡献 , 提出 了 著名 的 狄 摩根 律 . 同时 期 的 布尔 (Boole)(1815-1864) 是 自学 成 材 的 数学 
家 ， 他 用 符号 方法 黄 定 了 逻辑 代数 的 基础 ， 现 在 被 称 为 布尔 代数 。 他 用 z,; y, z,…… 表示 类 
(集合 )， 4, 妃 , C,…… 表示 个 体 元 素 。 1 表示 万 有 类 ， 0 表示 空 类 ， zy 表示 2 与 9 的 
交 ，Z 十 % 表示 Z 与 V 的 并 ，Z 的 补 记 为 1 一 Z;,Z 与 4 的 盖 记 为 Z 一 ,2Z 含 于 V 则 用 
2Z4 一 Z 表示 。 等 号 表示 同一 性 。 他 对 于 运算 定义 了 公理 性 质 ， 交 换 律 、 结 合 律 、 宕 等 率 、 
分 配 率 ， 他 把 0 律 和 1 律 作为 常识 ， 他 认为 根据 上 面 的 直观 解释 进行 初等 的 推理 ， 得 到 的 
就 是 逻辑 的 公理 。 例 如 矛盾 律 ， 即 4 不 能 既是 妃 又 不 是 万 , 可 以 表示 为 Z(1 - Z) = 0( 因 
为 Z 含 于 z, 所 以 2 = Z)， 类 似 地 ，Z 十 (1 -2z) = 1 表达 的 就 是 排 中 律 〈 任何 东 西 
不 是 Z 就 是 非 Z)， 从 狄 摩根 和 布尔 以 后 ， 逻 辑 便 离 开 了 哲学 而 靠近 数学 ， 之 后 的 皮尔 斯 
(Peirce)(1854-1914) 推进 了 命题 演算 ， 把 命题 与 命题 函数 区 分 开 来 ( 命题 只 含有 常量 ， 例 
如 “苹果 是 水 果 ”， 命 题 函数 含有 变量 ,例如 “7z 是 苹果 )。 弗 雷 格 (Frege)(1848-1925) 扩 
展 了 变量 、 量 词 和 命题 函数 的 运用 . 他 区 分 了 一 个 元 素 和 这 个 元 素 组 成 的 集合 ， 引 进 实 性 草 
含 的 概念 ( 4 ( 实 性 ) 理 含 妃 的 含义 是 ， 4 真 巨 也 真 ， 或 者 4 假 ). 他 还 研究 了 关系 逻 
辑 ( 例如 顺序 关系 )， 把 逻辑 建立 在 明确 的 公理 基础 上 之 后 ， 他 开始 ( 作为 逻辑 的 延展 去 ) 
建立 数学 . 在 他 的 《算数 的 基本 法 则 》 一 书 的 第 二 卷 将 要 付 印 时 ， 罗 素 把 悖 论 告 诉 了 他 ， 结 
果 是 他 的 理论 的 基础 垮 掉 了 。 

罗素 和 怀特 海德 独立 于 弗 雷 格 具 有 同样 的 想法 ， 即 数学 可 以 从 逻辑 推导 出 来 . 他 们 从 一 
些 不 定义 的 概念 〈 例如 命题 机 数 、 肯 定 一 个 基本 命题 的 真 、 命 题 的 否 等 ) 出 发 ， 给 出 了 关于 
命题 的 析 取 ( 即 “或 ” ) 和 列 含 的 6 条 公设 ， 由 此 推出 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 法 则 .他 们 发 现 
了 人 悖 论 的 根源 在 于 : 一 个 东西 的 定义 包含 了 他 所 要 定义 的 那个 东西 (例如 所 有 集合 的 集合 含 
有 所 有 集合 的 集合 )， 为 了 避免 悖 论 ， 他 们 引入 了 “层次 ”的 概念 。 如 果 一 个 集合 的 元 素 只 
有 一 个 ， 则 适用 于 这 种 元 素 的 命题 函数 就 称 为 是 层次 为 0 的 。 变 量 的 层次 为 0 的 命题 函数 
称 为 是 层次 为 1 的 。 一 般 地 ， 如 果 变 量 的 层次 小 于 和 等 于 见 的 命题 函数 其 层次 为 见 十 1 
层次 的 引入 确实 避 开 了 人 悖 论 ,， 但 是 它 使 得 论证 变 得 十 分 复杂 . 为 了 避免 这 种 复杂 性 ， 他 们 又 
引入 了 约 化 公理 ( 任何 层次 的 命题 函数 都 被 确认 存在 一 个 等 价 的 层次 为 0 的 命题 函数 ), 接 
着 他 们 论述 “类 ” ( 即 满足 某 个 命题 函数 的 东西 组 成 的 集合 ) 和 “关系 ” ( 满足 某 个 二 元 函 
数 的 偶 对 组 成 的 集合 ) 的 概念 . 然后 定义 集合 的 “基数 ”为 具有 一 一 对 应 关系 的 所 有 的 类 的 
共同 性 质 。 有 了 基数 也 就 有 了 自然 数 ， 就 能 建立 起 实数 系 、 复 数 系 、 函 数 、 分 析 、 几 何 (用 
数 来 引进 )， 并 不 需要 另外 的 公理 ， 


逻辑 派 的 宏大 计划 就 是 要 将 数学 芮 基 在 逻辑 上 , 不 需要 任何 数学 公理 . 事实 上 , 罗素 和 怀 
特 海 德 的 体系 一 直 没 有 完成 . 由 于 逻辑 的 公设 和 推论 都 是 没有 内 容 的 ( 只 有 形式 ), 结果 , 数 
学 也 只 有 形式 而 无 内 容 ,， 任何 物理 意义 都 不 属于 数学 .正如 罗素 本 人 所 说 的 : 数学 是 这 样 一 
门 学 科 , 在 其 中 我 们 永远 不 会 知道 我 们 所 讲 的 是 什么 ,也 不 会 知道 我 们 所 说 得 是 不 是 真 的 ， 

有 还 辑 派 受到 很 多 批评 ， 因 为 思维 规律 的 演绎 不 能 表现 自然 现象 ( 如 声 、 电 磁 、 力 等 等 )， 
并 且 数 学 概念 的 产生 依靠 知觉 和 想象 ， 新 的 知识 不 能 脱离 经 验 而 仅 由 逻辑 推导 产生 出 来 . 但 
是 无 论 如 何 ， 罗 素 和 怀特 海德 实现 了 逻辑 的 彻底 公理 化 ,大 大 改变 了 数理 逻辑 这 个 学 科 的 面 
瑶 。 


2， 直 观 派 . 直观 派 的 代表 人 物 是 布 劳 维 尔 .属于 这 个 学 派 的 还 有 外 尔 《Weyl)(1885- 
1995). 和 逻辑 派 不 同 ， 直 观 派 认为 逻辑 不 是 在 数学 之 先 ， 而 是 数学 活动 的 结果 。 数学 概念 
嵌 进 人 们 的 头脑 实现 与 语言 、 逻 辑 和 经 验 的 . 决定 概念 的 正确 性 和 可 接受 性 的 是 直观 而 不 是 
经 验 和 届 辑 . 直观 派 认为 全 部 数学 基本 上 都 应 归 约 为 整数 ， 因 为 整数 在 直观 上 是 清楚 的 . 直 
观 派 的 另 一 个 重要 观念 是 强调 数学 对 象 的 可 构造 性 ， 他 们 不 承认 不 能 构造 的 概念 和 证 明 。 

直观 派 的 起 源 可 以 追溯 到 科 罗 内 死 .他 认为 整数 是 神 造 的 ， 其 他 的 东西 都 是 人 造 的 ， 可 
疑 的 . 他 想 砍 掉 无 理 数 和 连续 函数 的 理论 . 他 反对 不 能 通过 有 限 步 又 可 以 确定 的 概念 ， 例 如 
可 约 多 项 式 的 定义 是 存在 真 因子 的 多 项 式 .。 他 认为 “可 约 的 定义 是 没有 可 靠 基础 的 ， 除 非 个 
定 了 一 个 方法 ， 可 以 断定 一 个 函数 是 否 是 可 约 的 . ”他 和 葵 试 了 重建 代数 ( 没有 致力 于 重建 分 
析 )， 在 算术 和 代数 方面 作 了 很 好 的 工作 ， 但 并 不 符合 他 自己 的 标准 . 庞 卡 莱 后 来 说 : 科 罗 
内 克 一 时 忘记 了 他 自己 的 哲学 。 

在 随后 的 25 年 时 间 内 没有 人 支持 他 的 哲学 . 但 是 在 悖 论 被 发 现 以 后 直观 主义 复活 了 。 
庞 卡 莱 成 为 了 第 二 个 倡导 者 .一 方面 他 反对 集合 论 ， 同 时 他 也 不 承认 膛 辑 派 抒 救 数学 的 计 
划 ， 理 由 是 逻辑 派 把 数学 化 为 无 限 的 同 义 反复 .他 嘲笑 逻辑 派对 于 1] 的 定义 说 : 这 个 定义 
对 于 从 未 听 说 过 数目 1 的 人 来 说 ,是 一 个 令 人 赞赏 的 定义 . 他 强调 说 : 真正 的 数学 总 有 其 实 
用 的 目的 ， 他 会 按照 自身 的 原则 不 断 地 发 展 ， 而 人 们 一 点 也 不 知道 康 托 的 集合 论 和 膛 辑 主义 
会 有 什么 东西 可 以 保存 下 来 . 庞 卡 莱 反 对 不 能 用 有 限 个 词 定义 的 概念 ,例如 按照 选择 公理 选 
出 的 集合 就 不 是 真正 被 定义 了 的 . 他 还 认为 算术 不 能 用 公理 来 判断 其 正确 性 ,这 种 正确 性 的 
直观 是 先 于 公理 而 存在 的 . 特别 是 数学 归纳 法 ， 它 不 是 公理 而 是 一 种 基本 的 直观 . 庞 卡 莱 赞 
成 罗素 关于 悖 论 产生 的 原因 的 看 法 . 波 莱 尔 、 贝 尔 (Baire)(1874-1932) 、 哈 达 玛 和 勤 贝 格 
对 于 逻辑 主义 和 选择 公理 作 了 进一步 的 批评 . 

以 上 都 只 是 直观 主义 者 的 零散 的 、 片 段 的 批评 意见 . 布 劳 维尔 系统 地 创立 了 直观 主义 . 
他 的 观点 起 源 于 一 种 广泛 的 哲学 ， 他 认为 基本 的 直观 是 按时 间 顺 序 出 现 的 感 党 从 见 到 
了 十 工 的 关系 就 是 从 时 间 进 程 所 造成 的 特殊 显 象 的 二 重 性 的 原始 直观 中 抽象 出 来 的 ， 再 由 无 
限 反 复 而 造成 新 的 数学 对 象 ， 这 就 产生 了 自然 数 的 概念 ， 导 致 无 穷 集 合 . 他 的 无 穷 集 合 是 一 
步 步 构造 出 来 的 ， 这 和 康 托 的 无 穷 集 合 不 一 样 ， 后 者 是 “一 下 子 ” 都 出 现 的 . 

直观 主义 者 不 但 强调 所 有 的 数学 概念 都 应 当 是 构造 性 的 (不 承认 由 不 存在 性 导出 矛盾 的 
存在 性 的 概念 )， 同 时 也 强调 证 明 必 须 是 构造 性 的 ， 而 不 能 是 存在 性 的 ， 例 如 经 典 分 析 中 的 
存在 性 定理 ( 例如 有 界 无 穷 序 列 必 有 收敛 子 序列 ， 单 调 有 界 序列 必 有 极限 点 等 等 ) 都 应 该 放 
弃 ， 因 为 这 些 定理 的 证 明 都 不 是 构造 性 的 . 又 如 欧 几 里 德 关 于 素数 有 无 穷 多 个 的 证 明 也 不 应 
被 接受 ， 因 为 它 没有 给 出 确定 第 9 个 素数 的 方法 。 

一 般 而 言 ， 他 们 反对 间接 证 法 ( 反 证 法 ) 即 反 对 排 中 律 : 你 不 能 说 一 个 命题 不 是 真 的 就 
必然 是 假 的 .。 对 于 有 限 集合 可 以 用 逐个 检验 的 办 法 断定 是 否 所 有 的 元 素 都 具有 某 一 性 质 也， 
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但 是 对 于 无 限 集合 就 行 不 通 了 . 人 们 也 许 碰 巧 知道 无 穷 集 合 中 某 个 元 素 不 具有 性 质 己 , 从 而 
断定 忆 对 于 该 集合 不 成 立 ， 或 者 由 集合 的 构造 能 够 知道 或 证 明 该 集合 具有 性 质 己 . 但 这 与 
排 中 律 无 关 .。 对 于 命题 的 证 明和 否定 排 中 律 ， 就 产生 了 三 种 命题 ， 第 一 种 是 可 以 证 明 ， 第 二 种 
不 可 证 明 的 ， 第 三 种 是 既 不 是 可 以 证 明 的 ， 也 不 是 不 可 以 证 明 的 .第 三 种 的 一 个 例子 是 “在 
T 的 十 进位 表达 式 中 存在 由 0; 1 … ,9 依次 排列 的 一 段 . 

关于 逻辑 ， 布 劳 维尔 认为 它 只 是 联系 真理 的 一 种 语言 ， 并 不 是 揭示 真理 的 可 靠 工具 . 
辑 推导 不 出 用 别 的 方法 得 不 到 的 真理 . 数学 中 的 最 重要 进展 都 不 是 由 于 逻辑 形式 的 完美 化 带 
来 的 ， 而 是 由 基本 理论 本 身 的 变 昔 得 到 的 . 是 逻辑 依靠 数学 ， 而 不 是 数学 依靠 逻辑 . 由 于 他 
们 不 承认 任何 先 验 的 不 可 违反 的 逻辑 原则 ,所 以 不 承认 从 这 种 公理 推出 结论 的 数学 工作 . 他 
们 认为 数学 并 不 是 非 遵从 逻辑 的 规律 不 可 ,所 以 悖 论 并 不 要 紧 ， 因 为 迟 论 所 依靠 的 排 中 律 并 
不 是 他 们 所 承认 的 ， 

布 劳 维 尔 和 他 的 学 派 曾 力图 在 他 们 可 以 接受 的 构造 的 基础 上 建立 新 的 数学 ， 他 们 成 功 地 
建立 了 极限 和 微 积 分 ， 但 是 他 们 的 构造 非常 复杂 ， 他 们 还 重新 构造 了 代数 和 几何 的 初等 部 
分 . 历史 上 并 没有 多 少数 学 家 加 入 直观 涛 


3. 形式 派 . 希 尔 伯 特 为 了 回答 直观 派 这 对 于 经 典 分 析 的 批评 ， 开 始 研究 数学 基础 问题 . 
1904 年 的 第 三 届 国 际 数学 家 大 会 上 他 论述 了 自己 的 观点 ， 这 就 是 形式 主义 的 开始 . 他 的 目 
的 是 个 数学 提供 一 个 不 用 集合 论 的 基础 ， 并 且 确 立 算 术 的 相 容 性 (在 1899 年 的 《几何 基 
础 》 一 书 中 他 已 经 把 几何 公理 的 相 容 性 归结 为 算术 的 相 容 性 )， 他 想 保 住 无 穷 ， 保 住 存在 性 
证 明 。 20 世纪 20 年 代 他 发 表 了 几 篇 关键 性 的 文章 ， 他 的 观点 逐渐 获得 一 些 人 的 支持 . 

形式 派 主 张 逻 辑 必 须 和 数学 同时 加 以 研究 : 数学 的 任 一 部 门 的 公理 必须 包含 逻辑 和 数学 
的 概念 与 原则 逻辑 是 一 种 符号 语言 ， 他 把 数学 语句 表达 成 公式 ， 并 且 用 形式 的 程序 来 进行 
推理 .。 所 有 的 记号 和 运算 符号 都 与 具体 内 容 无 关 . 希 尔 们 特 在 1926 年 说 : 数学 思维 的 对 
象 就 是 符号 本 身 . 符 导 就 是 本 质 ; 它们 并 不 代表 物理 对 象 . 公式 能 理 含 着 直观 上 有 意义 的 叙 
述 ， 但 是 这 些 涵义 并 不 属于 数学 。 

希 尔 伯 特 把 排 中 律 保留 了 下 来 ， 亚 里 士 多 德 的 全 部 的 逻辑 法 则 都 可 以 用 在 形式 表达 式 
上 . 他 认为 只 要 不 使 用 “一 切 ”这 个 词 就 可 以 避免 悖 论 . 逻辑 学 中 已 经 成 熟 的 概念 和 关系 ， 
例如 “并 且 ”、“ 或 者 "、“ 非 >、“ 存 在 ”等 等 都 被 希 尔 伯 特 所 引用 . 为 了 处 理 无 穷 集 合 的 
性 质 ， 他 用 到 超 限 公理 ( 即 如 果 一 个 命题 适用 于 标准 对 象 ， 他 就 适合 所 有 对 象 )， 

和 希 尔 伯 特 认为 数学 证 明 的 模式 是 : 肯定 一 个 公式 ; 肯定 这 个 公式 列 含 着 另 一 个 公式 ; ……， 
一 系列 这 样 的 步骤 ,其 中 每 一 步 所 用 到 的 公式 和 友 含 关系 都 是 公理 或 前 面 的 结论 ,这 就 是 证 
明 . 还 有 一 个 可 以 允许 的 操作 ， 就 是 用 一 个 符号 蔡 换 另 一 个 符号 . 一 个 命题 是 真 的 ， 必 须 而 
且 只 需 它 是 这 样 一 连 串 命题 中 的 最 后 一 个 . 这 个 标准 是 任何 人 都 可 以 验证 的 , 所 以 真理 性 和 
严密 性 就 是 确定 的 和 客观 的 . 

于 是 对 于 形式 主义 者 来 说 ， 数 学 有 若干 的 部 门 ， 每 个 部 门 都 有 自己 的 公理 基础 ， 各 自 建 
工 自 己 的 逻辑 ， 各 有 自己 的 概念 、 公 理 、 推 导 法 则 和 定理 . 数学 本 身 就 是 一 堆 形 式 系统 . 这 
就 是 希 尔 伯 特 的 数学 . 

一 个 自然 的 问题 是 : 这 样 的 数学 内 部 又 没有 了 矛盾? 希 尔 们 特 和 他 的 学 派 证 明了 一 些 简 单 
的 形式 系统 的 无 矛盾 性 ,并且 把 大 部 分 经 典 数学 的 相 穿 性 ( 无 矛盾 性 ) 归结 为 自然 数 的 算术 
(数论 ) 或 者 一 种 具有 很 好 的 性 质 的 集合 论 的 无 矛盾 性 . 但 是 他 们 并 没有 完成 这 看 起 来 是 最 
后 的 一 步 。 事实 上 哥 德 尔 在 1931 年 的 一 篇 文章 中 证 明了 : 包含 着 通常 辑 和 数论 的 一 个 系 
统 的 无 矛盾 性 是 不 能 证 明 的 . 


另 一 个 问题 是 公理 的 完备 性 . 希 尔 伯 特 是 一 个 乐观 主义 者 ， 他 对 于 “形式 化 的 数学 ” 充 
满 信 心 . 在 1928 年 国际 数学 会 议 上 他 说 任何 一 个 确定 的 数学 问题 总 是 可 以 解决 的 .但 是 哥 
德尔 在 上 面 提 到 的 文章 中 的 一 个 更 一 般 的 定理 (不 完备 性 定理 ) 说 : 如 果 一 个 足以 容纳 数论 
的 形式 理论 7 是 无 矛盾 的 ， 则 这 个 形式 理论 一 定 不 完备 ， 即 存在 一 个 数论 语句 9, 使 得 9 
和 非 9 都 不 是 这 个 理论 的 定理 . 这 符合 布 劳 维 尔 对 于 命题 的 三 种 分 类 . 更 进一步 可 以 说 , 哥 
德尔 证 明了 直观 的 正确 超过 数学 的 证 明 . 对 于 自 康 托 以 来 一 直 困 惑 人 们 的 “连续 统 假设 ”， 
科 蚌 (Cohen) 在 1963 年 证 明了 : 如 果 ZF 系统 是 相 容 的 ， 则 连续 统 假设 是 无 法 证 明 的 . 

上 面 所 述 的 三 个 派别 各 自 对 于 数学 基础 做 出 了 自己 的 贡献 ,但 是 都 没有 达到 员 定 数学 基 
础 的 目标 。 按照 哥 德 尔 的 结论 ， 形 式 化 的 数学 需要 无 穷 多 条 公理 . 

1930 年 以 后 ， 三 个 学 派 都 经 历 了 巨大 的 变化 . 尤其 引 人 注 目的 是 “元 数学 ”的 发 展 . 元 
数学 最 初 追求 的 是 象 希 尔 伯 特 那样 的 一 致 性 证 明 模式 ， 后 来 却 发 展 成 为 一 大 套 理论 . 直观 主 
义 并 没有 改变 他 们 的 哲学 ， 但 是 却 开始 改变 他 们 的 内 容 了 . 原来 的 直观 主义 所 弃 公式 ， 后 来 
却 被 用 来 代替 旧 文 献 中 的 那些 复杂 的 、 往 往 是 令 人 无 法 琢磨 的 语句 .逻辑 主义 没有 创造 新 的 
概念 ， 在 集合 论 观念 的 外 衣 下 保存 了 下 来 . 

从 事实 际 研究 的 数学 家 们 并 不 在 意 自 己 属于 哪个 派别 。 他们 把 各 派 中 对 于 研究 有 用 的 概 
念 和 方法 随便 拿 来 使 用 . 不 仅 如 此 , 他 们 还 不 断 地 引进 新 的 概念 . 现代 数学 中 一 种 常用 的 涵盖 
面 最 广 的 概念 是 范畴 与 函 子 ， 这 是 1942 年 由 埃 勒 伯 格 (Eilerberg) 和 马克 兰 (MacLane) 
引入 的 . 直观 地 说 ， 范 畴 是 某 种 数学 对 象 的 全 体 以 及 它们 之 间 的 所 有 了 映射 组 成 的 ， 函 子 则 是 
范畴 之 间 的 映射 . 

数学 家 并 没有 因为 数学 基础 没有 完全 纲 定 而 停止 脚步 ， 他 们 在 数学 研究 中 不 断 取得 进 
展 . 


